
Ìèíèñòåðñòâî íà îáðàçîâàíèåòî, ìëàäåæòà è íàóêàòà59. Íàöèîíàëíà îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêàÎáëàñòåí êðúã, 17-18.04.2010 ã.Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíåÇàäà÷à 9.1. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà êîèòîêîðåíèòå x1 è x2 íà óðàâíåíèåòî x2+(
√

a + 1−a)x−1 = 0 ñà ðåàëíè è óäîâëåòâîðÿâàòðàâåíñòâîòî
x2

1 + x2
2 + a2 = 2a(x1 + x2) + 2 +

√

a3 + a2 − 14a + 25.�åøåíèå. Óðàâíåíèåòî èìà ñìèñúë è êîðåíèòå ìó ñà ðåàëíè çà âñÿêî a ≥ −1. Äàîçíà÷èì çà êðàòêîñò g(a) = a3 + a2 − 14a + 25. Äàäåíîòî óñëîâèå ìîæå äà ñå çàïèøåâúâ âèäà
(x1 + x2 − a)2 =

√

g(a),êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà óðàâíåíèåòî a + 1 =
√

g(a). Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàòïîëó÷àâàìå a3 − 16a + 24 = 0 ⇐⇒ (a − 2)(a2 + 2a − 12) = 0 ñ êîðåíè a1 = 2,
a2 = −1 +

√
13 è a3 = −1 −

√
13. Òúé êàòî a3 < −1 < a1 < a2, g(a1) = (a1 + 1)2 ≧ 0è g(a2) = (a2 + 1)2 ≧ 0, òî a1 = 2 è a2 = −1 +

√
13 ñà åäèíñòâåíèòå ðåøåíèÿ íàçàäà÷àòà.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå. 1 ò. çà îïðåäåëÿíå íà a ≥ −1, êàòî äîñòàòú÷íî óñ-ëîâèå çà ðåàëíè êîðåíè; 2 ò. çà äîñòèãàíå äî óðàâíåíèåòî a+1 =

√
a3 + a2 − 14a + 25(äèðåêòíî ñ �îðìóëè íà Âèåò èëè êàêòî ïî-ãîðå); 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå è ðåøàâàíå íàóðàâíåíèåòî (a − 2)(a2 + 2a − 12) = 0; 2 ò. çà ïðîâåðêà íà òðèòå êîðåíà è äîñòèãàíåäî äâåòå ðåøåíèÿ.Çàäà÷à 9.2. Â äàäåí ÷åòèðèúãúëíèê ABCD ìîæå äà ñå âïèøå îêðúæíîñò k, êîÿ-òî ñå äîïèðà äî ñòðàíèòå AB, BC, CD è DA â òî÷êèòå M , N , P è Q ñúîòâåòíî. Íåêà

S å ñðåäàòà íà õîðäàòà, ïîëó÷åíà îò ïðåñè÷àíåòî íà äèàãîíàëà AC ñ îêðúæíîñòòà
k. Äà ñå äîêàæå, ÷å å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî SM.SQ = SN.SP .

1



�åøåíèå. Íåêà I å öåíòúðà íà îêðúæíîñòòà
k è äà âúâåäåì ñòàíäàðòíèå îçíà÷åíèÿ çà úãëèòåíà ÷åòèðèúãúëíèêà ñ α, β, γ è δ. Ùå ïîêàæåì, ÷å
△MNS ∼ △PQS îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å SM

SP
=

SN

SQ
,ò.å. SM.SQ = SN.SP . Òúé êàòî S å ñðåäà íà õîðäàâ k, ëåæàùà íà ïðàâàòà AC, òî <) ISC = 90◦. Îòäðóãà ñòðàíà <) IPC =<) INC = 90◦ è ñëåäîâàòåë-íî òî÷êèòå I, N , C, P è S ëåæàò íà îêðúæíîñò ñäèàìåòúð CI. Òîãàâà <) NSC =<) CSP = 90◦ − γ

2è àíàëîãè÷íî <) MSA =<) QSA = 90◦ − α
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Ñëåäîâàòåëíî <) MSN =<) PSQ =
α + γ

2
. Îñâåí òîâà

<) SPQ = <) SPD− <) QPD =<) SNC −
(

90◦ − δ

2

)

= (180◦− <) SNB) −
(

90◦ − δ

2

)

=

= (180◦− <) SNM)− <) MNB −
(

90◦ − δ

2

)

=

= <) NMS+ <) MSN −
(

90◦ − β

2

)

−
(

90◦ − δ

2

)

=

= <) NMS +
α + γ

2
−

(

90◦ − β

2

)

−
(

90◦ − δ

2

)

=<) NMSè ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ñâåæäàíå íà çàäà÷àòà äî △MNS ∼ △PQS;1 ò. çà ïîñòðîÿâàíå íà öåíòúðà I è äîêàçâàíå, ÷å IS ⊥ AC; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷åòî÷êèòå I, N , C, P è S ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò; 2 ò. çà <) MSN =<) PSQ; 2 ò. çà
<) SPQ =<) NMS.Çàäà÷à 9.3. Âúðõó óñïîðåäíèòå ïðàâè a è b ñà âçåòè ñúîòâåòíî òî÷êèòå A1, A2, A3, A4è B1, B2, B3, B4, êîèòî ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè. Äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíèÿò âúçìîæåíáðîé ðàçëè÷íè òî÷êè, ïîëó÷åíè ïðè ïðåñè÷àíåòî íà îòñå÷êèòå AiBj , i = 1, 2, 3, 4;
j = 1, 2, 3, 4. (Âêëþ÷èòåëíî ñàìèòå òî÷êè A1, A2, A3, A4 è B1, B2, B3, B4.)�åøåíèå. Íåêà òî÷êèòå âúðõó ïðàâàòà a ñàðàçïîëîæåíè â ðåäà A1, A2, A3, A4 îòëÿâî íàäÿñíîè àíàëîãè÷íî çà òî÷êèòå B1, B2, B3, B4 âúðõó b. Òî-ãàâà 10-òå îòñå÷êè A1Bi, i = 2, 3, 4, A2Bj, j = 1, 4,
A3Bk, k = 1, 4 è A4Bm, m = 1, 2, 3, îïðåäåëÿò 19ðàçëè÷íè ïðåñå÷íè òî÷êè (ïî 3 âúðõó îòñå÷êèòå
A1B2 è A3B4, ïî 4 âúðõó A1B3 è A2B4 è 5 âúðõó
A1B4 � îçíà÷åíè, êàòî ”

ïðàçíè“ òî÷êè íà ÷åðòåæà).
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Îòñå÷êèòå, êîèòî âñå îùå íå ñìå ðàçãëåäàëè ñà A2B2, A2B3, A3B2 è A3B3. Îñòàâàäà ñúîáðàçèì, ÷å âúðõó âñÿêà åäíà îò îòñå÷êèòå A2B3 è A3B2 ñúùåñòâóâàò ïî îùåïîíå 2 íîâè ïðåñå÷íè òî÷êè, ðàçëè÷íè ïî ìåæäó ñè è ðàçëè÷íè îò ãîðíèòå 19. Êàòî2



äîáàâèì è äàäåíèòå îñåì òî÷êè âúðõó ïðàâèòå a è b äîñòèãàìå äî ïîíå 19+2+2+8 =
31 ïðåñå÷íè òî÷êè.Ùå ïîêàæåì, ÷å ìîæå äà ñå ïîñòðîè æåëàíà êîí�èãóðàöèÿ ñ òî÷íî 31 ïðåñå÷íèòî÷êè. Íåêà çà öåëòà ðàçïîëîæèì òî÷êèòå, òàêà ÷å îòñå÷êèòå AiBi äà ñà ïåðïåíäè-êóëÿðíè íà ïðàâèòå a è b, A1A2 = A3A4 = x è A2A3 = y. Òîãàâà B1B2 = B3B4 = x è
B2B3 = y. Ùå òúðñèì îòíîøåíèåòî x : y, òàêà ÷å ïðàâàòà A2B2 äà ìèíàâà ïðåç ïðå-ñå÷íàòà òî÷êà P íà îòñå÷êèòå A1B4 è A3B1. Çà öåëòà èçïîëçâàìå äâîéêèòå ïîäîáíèòðèúãúëíèöè△A1A2P è△B2B4P , êàêòî è òðèúãúëíèöèòå△A2A3P è△B1B2P . Ñëåäñúîòâåòíèòå ïðåñìÿòàíèÿ äîñòèãàìå äî ðàâåíñòâîòî x2−xy−y2 = 0, ò.å. x

y
=

1 +
√

5

2è A1A2 = A3A4 =
1 +

√
5

2
A2A3. Îò ñúîáðàæåíèå çà ñèìåòðèÿ, â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷à-âàìå, ÷å îòñå÷êàòà A2B2 ìèíàâà ïðåç ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà îòñå÷êèòå A1B3 è B1A4,ò.å. îòñå÷êàòà A2B2 íå íîñè íîâè ïðåñå÷íè òî÷êè ðàçëè÷íè îò ãîðíèòå 19. Àíàëîãè÷íîè îòñå÷êàòà A3B3 íÿìà äà íîñè íîâè òî÷êè è âå÷å ëåñíî ñå âèæäà, ÷å îñòàíàëèòå äâåîòñå÷êè A2B3 è A3B2 ùå äîíåñàò òî÷íî 4 íîâè òî÷êè, êîåòî íè âîäè è äî òúðñåíèÿòáðîé.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå. 4 ò. çà ìèíèìàëíàòà îöåíêà (2 ò. ñà çà íàìèðàíåíà 19 âúòðåøíè ïðåñå÷íè òî÷êè è 2 ò. çà îñòàíàëèòå 4 òî÷êè); 3 ò. çà êîíñòðóêöèÿòà.Çàäà÷à 9.4. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x + ay2 + a2z2 = a2

x + by2 + b2z2 = b2

x + cy2 + c2z2 = c2,êúäåòî a, b è c ñà ðåàëíè ïàðàìåòðè (a 6= b, b 6= c, c 6= a).�åøåíèå. Íåêà åäèí îò ïàðàìåòðèòå, íàïðèìåð a, å ðàâåí íà 0. Òîãàâà x = 0 îòïúðâîòî óðàâíåíèå, à îò äðóãèòå äâå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà
∣

∣

∣

∣

y2 + bz2 = b

y2 + cz2 = c,îòêúäåòî ëåñíî íàìèðàìå y2 = 0 è z2 = 1, ò.å. y = 0 è z = ±1.Íåêà ñåãà abc 6= 0. Òîãàâà ñëåä èçðàçÿâàíå íà z2−1 îò òðèòå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àâàìåñèñòåìàòà x + ay2

a2
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x + by2

b2
=

x + cy2

c2
. Ñëåäîâàòåëíî

∣

∣

∣

∣

x(b2 − a2) + ab(b − a)y2 = 0
x(c2 − a2) + ac(c − a)y2 = 0

⇐⇒
∣

∣

∣

∣

x(a + b) + aby2 = 0
x(a + c) + acy2 = 0

.Â ïîñëåäíàòà ñèñòåìà óìíîæàâàìå ïúðâîòî óðàâíåíèå ñ c, âòîðîòî ñ b è ãè èçâàæäàìå,çà äà ïîëó÷èì ax(c − b) = 0, îòêúäåòî x = 0. Òîãàâà y = 0 è z2 = 1, ò.å. îòíîâîäîñòèãàìå äî ðåøåíèÿòà (x, y, z) = (0, 0,±1).Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå. 2 ò. çà ñëó÷àÿ abc = 0; 5 ò. çà ñëó÷àÿ abc 6= 0 (3ò. çà äîñòèãàíå äî ñèñòåìà ñ äâå óðàâíåíèÿ è äâå íåèçâåñòíè è 2 ò. çà ðåøàâàíåòî íà3



òàçè ñèñòåìà). Ïðè äðóãè ðåøåíèå (íàïðèìåð åëèìèíàöèÿ íà åäíî îò íåèçâåñòíèòå)áåç ðàçãëåæäàíå íà abc = 0 � 4 ò. è 3 ò. çà äîâúðøâàíå.Çàäà÷à 9.5. Äàäåí å △ABC ñ îðòîöåíòúð H è öåíòúð íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò
I. Îêðúæíîñò, ìèíàâàùà ïðåç âúðõîâåòå A è B ïðåñè÷à ñòðàíèòå CA è CB çà âòîðèïúò â òî÷êèòå P è Q ñúîòâåòíî.à) Àêî I ëåæè íà îòñå÷êàòà PQ, äà ñå äîêàæå, ÷å AP + BQ = PQ;á) Àêî H ëåæè íà îòñå÷êàòà PQ, äà ñå äîêàæå, ÷å AP

AH
+

BQ

BH
=

PQ

CH
.�åøåíèå. Äà âúâåäåì ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ çàúãëèòå íà △ABC ñ α, β è γ.à) Íåêà I ëåæè íà îòñå÷êàòà PQ è îïèñàíàòà îêîëî

△ABI îêðúæíîñò k ïðåñè÷à çà âòîðè ïúò ïðàâàòà PQâ òî÷êà D (âúçìîæíî å D ≡ I, àêî k ñå äîïèðà äî PQ).Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà íåêà D ∈ IP→ è òîãàâà
<) ADI = 180◦− <) ABI = 180◦−β

2
> 180◦−β =<) APQ,ò.å. D å âúòðåøíà òî÷êà çà îòñå÷êàòà IP . b

A
b

B

b
C

bH b

bP

b
Q

bI
bD

Îò <) ADP =<) ABI =
β

2
=

1

2
<) DPC ñëåäâà, ÷å △ADP å ðàâíîáåäðåí è AP = PD.Àíàëîãè÷íî BQ = DQ è ñëåäîâàòåëíî AP + BQ = PD + DQ = PQ.á) Íåêà H ëåæè íà îòñå÷êàòà PQ. Òúé êàòî <) BQH = 180◦ − α =<) BHC, òî

△BQH ∼ △BHC è BQ

BH
=

QH

CH
. Àíàëîãè÷íî △APH ∼ △AHC è AP

AH
=

PH

CH
. Êàòîñúáåðåì òåçè äâå ðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå AP

AH
+

BQ

BH
=

PQ

CH
.Çàáåëåæêà: Äîêàçàíèòå ðàâåíñòâà â à) è á) ñå îêàçâàò äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çàêîëèíåàðíîñò íà òî÷êèòå P , Q, I è P , Q, H ñúîòâåòíî.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå. a) 1 ò. çà ïîñòðîÿâàíå íà òî÷êàòà D (âúçìîæíî åäà ñå ïîñòðîè è êàòî PD = PA); 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å D å âúòðåøíà çà îòñå÷êàòà PQ;2 ò. çà äîñòèãàíå äî ðàâåíñòâîòî AP + BQ = PQ; á) 1 ò. çà îòêðèâàíå íà ïîäîáèåòî

△BQH ∼ △BHC; 2 ò. çà äîñòèãàíå äî ðàâåíñòâîòî AP

AH
+

BQ

BH
=

PQ

CH
.Çàäà÷à 9.6. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî÷èñëî k, çà êîåòî ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà a1, a2, . . . , ak, òàêèâà ÷å

7.2n = a2
1 + a2

2 + · · · + a2
k.�åøåíèå. Î÷åâèäíî k > 1. Íåêà k = 2. Àêî 7 | a1 è 7 | a2, òî 7 | a2

1 + a2
2 è îòòóê

72 | 7.2n, êîåòî å íåâúçìîæíî. Íåêà 7 ∤ a1 è òîãàâà î÷åâèäíî 7 ∤ a2. Ñåãà îò a2
1 +a2

2 ≡ 0
(mod 7) èëè a2

1 ≡ −a2
2 (mod 7) ñëåäâà a6

1 ≡ −a6
2 (mod 7) è (îò òåîðåìàòà íà Ôåðìà)

1 ≡ −1 (mod 7) � ïðîòèâîðå÷èå.Íåêà k = 3. Àêî n > 1, òî a2
1 + a2

2 + a2
3 ≡ 0 (mod 4), îòêúäåòî ëåñíî ñëåäâà, ÷å

a1, a2, a3 ñà ÷åòíè ÷èñëà. Òîãàâà a1 = 2b1, a2 = 2b2, a3 = 2b3 (b1, b2, b3 ∈ N) è 7.2n−2 =4



b2
1 + b2

2 + b2
3. Ïðîäúëæàâàéêè ïî òî÷è íà÷èí çàêëþ÷àâàìå, ÷å 7.22 èëè 7.2 òðÿáâàäà å ñóìà íà òðè êâàäðàòà. Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å òîâà íå å èçïúëíåíîçà 7.22 = 28 è ñëåäîâàòåëíî íå å èçïúëíåíî çà 7.2n ïðè ÷åòíî n. Îò äðóãà ñòðàíà,

7.2 = 14 = 32 + 22 + 12, êîåòî íè ïîäñåùà ïðè íå÷åòíî n = 2m + 1 äà èçáåðåì
a1 = 3.2m, a2 = 2.2m, a3 = 1.2m è òîãàâà a2

1 + a2
2 + a2

3 = 14.22m = 7.2n.Íåêà n = 2m å ÷åòíî è k = 4. Àíàëîãè÷íî íà ãîðíîòî, òúé êàòî 7 = 22+12+12+12,èçáèðàìå a1 = 2m+1, a2 = a3 = a4 = 2m è ïîëó÷àâàìå a2
1 +a2

2 +a2
3 +a2

4 = 7.22m = 7.2n.Îêîí÷àòåëíî, k = 3 çà íå÷åòíî n è k = 4 çà ÷åòíî n.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ñëó÷àÿ k = 2; 2 ò. çà ñëó÷àÿ k = 3, 2 | n;2 ò. çà ñëó÷àÿ k = 3, 2 ∤ n; 2 ò. çà ñëó÷àÿ k = 4, 2 | n. (Íå ñå çà÷èòà öèòèðàíåòî áåçäîêàçàòåëñòâî íà �àêòè îòíîñíî ïðåäñòàâÿíåòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà êàòî ñóìà íàíÿêîëêî êâàäðàòà.)Çàäà÷à 10.1 Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî
20x2

.10x = 2�åøåíèå. Çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà
2x2

−1.10x2+x = 1,êîåòî å åêâèâàëåíòíî ñ óðàâíåíèåòî
(2x−1.10x)x+1 = 1.Èìàìå äâå âúçìîæíîñòè x + 1 = 0 èëè 2x−1.10x = 1. Ïðè ïúðâàòà äîñòèãàìå äîðåøåíèåòî x1 = −1, à ïðè âòîðàòà äîñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî 20x = 2, êîåòî íè âîäèäî ðåøåíèåòî x2 = log20 2.Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà x1 = −1 è x2 = log20 2.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå: 1 ò. çà ñâåæäàíå äî óðàâíåíèåòî 2x2

−1.10x2+x = 1; 1ò. çà ñâåæäàíå äî óðàâíåíèåòî (2x−1.10x)x+1 = 1; 2 ò. çà ñëó÷àÿ x+1 = 0 è äîñòèãàíåäî ðåøåíèåòî x1 = −1; 1 ò. çà ñëó÷àÿ 2x−1.10x = 1; 1 ò. çà äîñòèãàíå äî óðàâíåíèåòî
20x = 2; 1 ò. çà äîñòèãàíå äî ðåøåíèåòî x2 = log20 2;Çàäà÷à 10.2. Âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò êúì ñòðàíàòà AB íà △ABC ñå äî-ïèðà äî AB â òî÷êà D. Àêî <) CAB = 2 <) CDA, äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà íà îòíî-øåíèåòî AD : BD.�åøåíèå. (Òðèãîíîìåòðè÷åí ïîäõîä)Ùå èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ çàñòðàíèòå íà △ABC è íåêà <) ADC = ϕ. Îò ñèíóñîâà òåîðåìà çà △ACD ïîëó÷àâàìå
CD =

b sin 2ϕ

sinϕ
= 2b cos ϕ. Îòòóê è îò êîñèíóñîâà òåîðåìà çà △ADC èìàìå

4b2 cos2 ϕ = b2+(p−b)2−2b(p−b) cos 2ϕ ⇐⇒ 2b2 cos 2ϕ = −b2+(p−b)2−2b(p−b) cos 2ϕ,îòêúäåòî íàìèðàìå cos 2ϕ =
p − 2b

2b
. Îò êîñèíóñîâà òåîðåìà çà △ABC ïîëó÷àâàìå

a2 = b2 + c2 − 2bc
(p − 2b)

2b
⇐⇒ a2 = (b + c)2 − pc ⇐⇒ a − b =

c

2
.5



Îñòàâà äà ïðåñìåòíåì BD = p − a =
b + c − a

2
=

c

4
è ñëåäîâàòåëíî AD : BD = 3 : 1.(Ñèíòåòè÷åí ïîäõîä) Íåêà âïèñàíàòà â△ABC îê-ðúæíîñò k å ñ öåíòúð I è ñå äîïèðà äî ñòðàíàòà ABâ òî÷êà P . Àêî îçíà÷èì ñ Q äèàìåòðàëíî ïðîòèâî-ïîëîæíàòà òî÷êà íà P â k, òî äîáðå èçâåñòåí �àêòå, ÷å òî÷êèòå C,Q è D ñà êîëèíåàðíè. (Êëàñè÷åñêî-òî äîêàçàòåëñòâî å ñ õîìîòåòèÿ, ñ öåíòúð C, êîÿòîèçïðàùà k âúâ âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò.) b

A

b
C

b

D
b

B

b

b I

b

P

b

Q

Òîãàâà <) IAP = 1

2
<) CAB =<) CDA, ò.å. ïðàâîúãúëíèòå òðèúãúëíèöè △IPA è

△QPD ñà ïîäîáíè è PD : PA = PQ : PI = 2 : 1. Îò äðóãà ñòðàíà PA = BD èñëåäîâàòåëíî AD : BD = 3 : 1.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå: (Òðèãîíîìåòðè÷åí ïîäõîä) 1 ò. çà âúâåæäàíåòîíà ïîìîùåí úãúë <) ADC = ϕ, 1 ò. çà ïðèëàãàíå íà ñèíóñîâà òåîðåìà çà △ADCè íàìèðàíå CD = 2b cos ϕ; 2 ò. çà ïðèëàãàíå íà êîñèíóñîâà òåîðåìà çà △ADC èíàìèðàíå íà cos 2ϕ =
p − 2b

2b
; 2 ò. çà ïðèëàãàíå íà êîñèíóñîâà òåîðåìà çà △ABC èäîñòèãàíå äî ðàâåíñòâîòî a − b = c

2
; 1 ò. çà äîñòèãàíå äî îòãîâîðà.(Ñèíòåòè÷åí ïîäõîä) 1 ò. çà ïîñòðîÿâàíå íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò; 2 ò. çà âú-âåæäàíå íà òî÷êàòà Q è îò÷èòàíå íà �àêòà, ÷å Q ∈ CD; 1 ò. çà äîêàçàòåëñòâî íà�àêòà, ÷å Q ∈ CD; 1 ò. ça △IPA ∼ △QPD; 2 ò. çà äîñòèãàíå äî îòãîâîðà.Çàäà÷à 10.3. Âèæ çàäà÷à 9.3.Çàäà÷à 10.4. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, òàêèâà ÷å çà âñÿêî x åèçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî:

(sin x)2n + (cos x)2n + n sin2 x cos2 x = 1.�åøåíèå. Ïðè x =
π

4
äàäåíîòî ðàâåíñòâî ïðèäîáèâà âèäà 1

2n
+

1

2n
+

n

4
= 1 èîòòóê ïîëó÷àâàìå 1 + (n − 4)2n−3 = 0. Àêî n ≧ 4, òîâà ðàâåíñòâî íå å èçïúëíåíî,ïîíåæå 1+(n−4)2n−3 > 0. Àêî n ≦ 3, ïðîâåðêàòà ïîêàçâà, ÷å òî å èçïúëíåíî ñàìî ïðè

n = 2 è n = 3 è ùå äîêàæåì, ÷å ïðè òåçè ñòîéíîñòè äàäåíîòî ðàâåíñòâî å òúæäåñòâî.Ïðè n = 2 èìàìå sin4 x+cos4 x+2 sin2 x cos2 x = (sin2 x+cos2 x)2 = 1, çà âñÿêî x.Ïðè n = 3 èìàìå sin6 x+cos6 x+3 sin2 x cos2 x = (sin2 x+cos2 x)(sin4 x−sin2 x cos2 x+
cos4 x)+3 sin2 x cos2 x = (sin2 x+cos2 x)2−3 sin2 x cos2 x+3 sin2 x cos2 x = 1, çà âñÿêî xÑëåäîâàòåëíî òúðñåíèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà ñà n = 2 è n = 3.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå: 2 ò. çà äîñòèãàíå äî 1+ (n− 4)2n−3 = 0 (èëè äðóãîðàâåíñòâî îò òîçè âèä); 2 ò. çà ïîêàçâàíå, ÷å òîâà ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî ñàìî ïðè
n = 2 è n = 3; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ïðè n = 2 äàäåíîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çàâñÿêî x; 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ïðè n = 3 äàäåíîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñÿêî x.Çàäà÷à 10.5. Âèæ çàäà÷à 9.5.Çàäà÷à 10.6. Âèæ çàäà÷à 9.6. 6



Àâòîðè íà çàäà÷èòå:Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ � 9.1, 9.4;Èâàí Òîíîâ � 9.3(10.3), 10.2;Ñòîÿí Áîåâ � 9.2, 9.5(10.5), 10.1;Êåðîïå ×àêúðÿí � 9.6(10.6), 10.4.
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